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Periodi¢ni signali - ponovo
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DTFS — Zasto je spektar periodi¢an? Gde je nestalo vreme, odnosno ,,prava‘“ uéestanost?

Da li je ovo ,,izmi$ljena“ potpuno nova transformacija?
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Aeriodicni signali - ponovo

Kontinualni Diskretni
CTFT DTFT
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Spektar je beskonacan i periodican sa periodom 27
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DTFT — Zasto je spektar periodican? Gde je nestalo vreme, odnosno ,,prava‘“ ucestanost?
Da li je ovo ,,izmi$ljena* potpuno nova transformacija?

w
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Periodi¢nost spektra je posledica odabiranja!

Peirodi¢na povorka delta impulsa ima beskonacan linijski spektar. Harmonijske
komponente su iste amplitude i nalaze se na svim ucestanostima koje su celobrojni
multipl u¢estanosti periodi¢ne povorke delta impulsa odnosno na uéestanostima kws.

1 . 1
X[jka)s] = F f 6(t)€_1kw5tdt = F
s s

Ts

MnozZenje u vremenskom domenu = konvolucija u frekventnom domenu
Konvolucija spektra signala sa spektrom periodi¢ne povorke delta impulsa daje periodi¢nost u spektru odabranog signala.

Bilo da su signali periodiéni ili aperiodi¢ni, bilo da ima ili nema preklapanja spektara.
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Odabiranje

+o0
Signal x(t) odabiramo periodi¢nom povorkom delta impulsa sa periodom T o(t) = Z 6(t —nTy)
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Normalizacija wTs = Qi x(nTs) = x[n]

+ 00

X,(Q) = Z x[n]e-jon DTFT
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Nije nova transformacija, ali ne vodimo ra¢una o vremenu u proracunu
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Isto tako
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Periodi¢nost spektra
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Rekonstrukcija signala
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XsGo) =7 ) X(i(o - ko)
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Idealnim filtrom uzimamo samo osnovni deo spektra Y, (jw) = X;(jw)H (jw)

1 ol <y

H(jw) =2 H(jw):{o ol > 0 M

= h(t) = F 7 (H(jw)) =

Mnozenje u frekvencijskom = konvolucija u vremenskom
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Ako nije bilo preklapanja spektara
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Brown’s Theorem

Dokaz daleko van okvira naseg kursa — ne¢emo dokazivati
Videli na primeru odabiranja prostoperiodi¢nih signala

lim _max | - Z fk >Si“§?fi;§‘ )

N—-oo te[—
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+0oo

DTFT X(Q) = Z x[n]e=ion

n=—oo

Motivacija: X () spektar sa beskona¢no mnogo tacaka. Nemoguce ,,izraunati
ceo spektar ¢ak i ako radimo sa kona¢nim brojem odmeraka, odnosno ako je signal
x(t) ogranifen u vremenu.

+L

X(Q) = Z x[n]e-ion

n=—K

U kojim tatkama Q. da ga izraCunamo a da dobijemo prave informacije o spektru,
odnosno o signalu. Po moguéstvu da to bude minimalan broj tacaka.

+L

X(Qrqc) = Z x[n]e~/@racn

n=-—K

x[n] aperiodi¢an signal, ali je X(Q) periodi¢an spektar sa periodom 27
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X(Q) periodican spektar sa periodom 27

Uradimo odabiranje spektra u opsegu 0 do 27 u N ekvidistantnih ta¢aka. N >2.
Periodiéna funkcija, vazi teorema odabiranja, uslov zadovoljen. Dobijamo
»potrebne” informacije. Mozemo rekonstruisati spektar i saznati informacije o
signalu. Ali kojem signalu? Koje su posledice i 0 ¢emu moramo voditi racuna kada
odabiramo signal. Osim da je signal spektralno ograni¢en i da uzmemo dovoljno
tacaka, dovoljnom ucestanosc¢u, da nema preklapanja spektara. Ne zaboravite spektar
ograniCen, signal beskonac¢an, zna¢i za signal bi nam trebalo beskonaé¢no tacaka.
Jeste da raGunamo U kona¢nom broju tacaka spektar ali sa beskonac¢no tacaka
signala. Uh!

Da vidimo $ta se deSava. To su tacke u spektru

+0oo

2T L 2T
—jk=n
X[k— = E x[n]e”™ """ k=01,..,.N—1
N
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Da sumu prikazemo kao zbir parcijalnih suma veli¢ine N
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Znaci ako u frekvencijskom domenu odaberemo N tac¢aka mozemo rekonstruisati
neki
periodican signal sa periodom N

Koji su uslovi da tu “bude” signal x(n)

1. x,,(n) periodi¢no produZenje x(n)
2. x,(n) u periodi N se nalazi original x(n)

3. x(n) ogranicenog trajanja

4. N vece od trajanja tako da ne dolazi do preklapanja u vremenskom domenu

\‘_IJ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23
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Mogli i drugacije

Spektar izracunali u N tacaka

+0o
2 . 2T
x|k3] = D xme N k=01, -1

n=—oo

Na osnovu tih spektralnih linija (o€igledno ¢emo dobiti periodi¢an signal) rekonstruisemo neki signal

Signal jeste periodi¢an sa periodom N,
aovo % je posledica toga §to prilikom racuna spektra nismo delili sa N §to zahteva DTFS

\—'J Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23
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Spektar signala napravili smatrajuci da je signal ograni¢en u vremenu i uzeli samo M tacaka signala

1 _oom 2
xp[n] =y x[m] e ¥m™ | /KN
k=0 \m=0
= N-1 S
x,[n] = ¥ x[m] e‘l"(ﬁm‘wn)
m=0 k=0

0 m=#n
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1 sz—(m—n)
xp[n] = m x[m] e M
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\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 15
15
Znaci
1. Signal x[n] ogranien u vremenu
2. Uzimamo N ekvidistantnih tacaka signala u tom vremenskom intervalu. Van toga intervala x[n] = 0
3. Spektar raGunamo u N ekvidistantnih tacaka
4. Kao da smo posmatrali periodi¢an signal x,[n] koji je dobijen periodi¢nim produZenjem signala x[n]
Uociti da ako smo uzeli M tacaka signala a spektar ,,moramo* da raCunamo u N tataka M < N
1 N-1 /M-1 ) N-M-1 5 )
L 2TC . LT ., 2TT
xp[n] = ﬁz Z x[m] e /FN™ 4+ z 0-e /W™ | kN
k=0 \m=0 m=M
1 N-1 N-1 o m
xp[n] =NZ x[m] Z e’ (Frm-5)
m=0 k=0
xp[n] =x[n] n=01,..,N-1
Pri Cemu x,[M] = x[M] = xp[M + 1] = x[M + 1] = - =x)[N-1] =x[N-1] =0
Imamo tac¢ne informacije i ovim dodavanjem 0 u signal
posto nam je ionako uslov za signal da je ograni¢en u vremenu
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Periodi¢no produZenje
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Da li je moguce iz odmeraka spektra rekonstruisati ceo spektar?
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Racunamo u kona¢nom broju tacaka N

L — duZina aperiodi¢ne sekvence
N — broj odmeraka u spektralnom domenu

x[n]_X[Tl] OSTlSL—l
PPET 10 L<n<N-1

Diskretna Furijeova transformacija - DFT

N-1
21T L 2T
X[kl =X [kﬁ = Z x[n]e N k=01,..,N—1

n=0

Inverzna diskretna Furijeova transformacija - IDFT

= 5 .
Tl
= — —_ ]an
’ *[n] NZX[kN]e
k=0
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Moguce je rekonstruisati periodi¢nu sekvencu i njen spektar iz ekvidistantnih odbiraka u spektralnom domenu
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Osnovna transformacija CTFS
+o0o

1 ) ) 2
X|jkw,| = ™ fx(t)e-kantdt x(®) = Z X[jkw,le*rt  gde je w,= T_”
P Tp k=—co 14

Izvedena transformacija CTFT T, — o
+00 1 +o
X(w) = f X D=5 f X(w)eotdw
Izvedena transformacija DTFS - odabiranje u vremenskom domenu
N-1

2m

N-1
1 . )
_ -jkQ _ kQ : _
X[k] —NZ)x[n]e Jrllpn ¥ [n] = ;X[k]ef " gde je Q= ~
n= =

Izvedena transformacija DTFT - odabiranje u vremenskom domenu

+oo

2
X = Z x[n]e=" x[n] =%f X(Q)e/mda
0

n=—oo

Ngl 2n 1 = 2 2m
. - )
X[k] = x[n]e_]kWn x[n] = — X [k ] e}kwn
N Z N
n=0 k=0
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Izvedena transformacija DFT — odabiranje i u vremenskom i spektralnom domenu
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A

Puno pitanja se otvorilo

U¢ili smo da ako je signal ogranien u vremenu da mu je spektar beskonacan.

Znaci odabiranje sigurno vodi ka preklapanju spektara.

A nama je uslov za DFT da je signal ogranicen.

Da li to znaci da smo u stvari kod DFTa podrazumevali da ¢e biti preklapanja spektara.
Kako to utice na nas racun?

Sta ako je signal ve¢ periodic¢an?
Koje tacke uzimamo u proracun.

Sta ako nismo uzeli sve tacke signala kada je ,,postojao*“?

Koje uslove treba da zadovoljimo da dobijemo ,,dobre* rezultate?

Ako ve¢ nismo uzeli tacke kako treba da li postoji moguénost da popravimo i da dobijemo ,,dobre* rezultate?

Odgovore na ova i sli¢na pitanja daje nam ovaj kurs
kao i drugi kursevi koji se naslanjaju na ovaj.
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Racunanje i analiza:

1. Odabiramo signal ucestano$éu ws AD konvertorom
Odmerke posmatramo kao niz brojeva x[n] odnosno kao diskretan signal
3. Racunamo DFT

N

N-1
_a2m
X[k] = Zx[n]e iK%y
n=0

4. Spektar crtamo i analiziramo u frekventnom domenu
. s . 2 .
5. Spektar je periodi¢an sa periodom N Fn odnosno 27 (znamo da je to wy)
6. Spektralne linije ¢e se na¢i na multiplima Wn pa ¢emo to nazvati digitalnim

N . 2 .
ucestanostima odnosno Q,, = Wn (znamo da je to %)

Nismo izgubili informacije racunaju¢i DFT umesto CTFS(T)
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Racunanje i sinteza:

1. Radimo sintezu u frekventnom domenu

2. Dodajemo, oduzimamo, spektralne linije X[k], menjamo amplitude i faze ....

3. Spektralne linije su na multiplima %n odnosno digitalnim ucestanostima Q, = %T
4.

Spektar je periodican sa periodom 27 pa sve $to radimo radimo u tom opsegu. Doduse u opsegu —m
do +m (negativne ucestanosti), odnosno 0 do +m (spektar je ,,simetri¢an‘) ali o tome i kasnije.
5. Racunamo inverznu DFT

N

-1
Z X[k]ejkﬂpn
k=0

6. Diskretan signal odnosno, niz brojeva x[n] dovodimo na ulaz DA konvertora sa uéestano$¢u wg
7. Signal na izlazu idealnog konvertora ¢e imati osnovnu uéestanost % i harmonijske komponente na

1
x[n] =

=|

v . . - v . W
udestanostima koje su mutipl ucestanosti WS

Koja je maksimalna u€estanost u izlaznom signal koju mozemo da ostvarimo sa wg i N?
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Obrada:

1. Odabiramo signal u¢estano$¢u w, AD konvertorom

2. Odmerke posmatramo kao niz brojeva x[n] odnosno kao diskretan signal

3. Radimo obradu tog niza brojeva. FILTRIRANJE. Dobijamo niz y[n]

4. Diskretan signal odnosno, niz brojeva y[n] dovodimo na ulaz DA konvertora

sa uCestanoScu wy,

5. Uotite w, ne mora biti jednako w,

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 26
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DFT

U slucaju da odabiramo periodi¢an
signal, ili aperiodi¢an koji ima deo
periodi¢nog signala javi¢e nam se
»~cudne situacije* ako je period
racunanja DFTa razlic¢it od perioda
signala.

[ x DFT

Kao da smo odabirali periodi¢an signal.

>
= t

T

1 x observacije DTFT

Tper razliéito od T

@ Katedra za elektroniku

Mt N_/

Torr razlic¢ito od T

Digitalna obrada signala - 2022/23

CURENJE SPEKTRA
SPEKTRALNO CURENJE
SPECTRAL LEAKAGE

28




Curenje spektra — posledica DFTa odnosno njegovog ra¢unanja. POGRESNO.

Curenje spektra je posledica nekoherentnog odmeravanja periodi¢nih signala.
Sta ovde podrazumevamo pod periodi¢nim signalima.

Primer odabiranja aperiodi¢nog signala koji sadrZi deo periodi¢nog signala.

| ~ Izveli.
08 \
06 “\ \
Z: N-1 ej(wp—w)nTs _ e—j(wp+w)nTs
[ X(jw) = Z
— | e 2j
s \ | n=0
04 Vo 21 T2 R
o6 \ Ws =7 =TWp =—7— TE
1 T
0 50 100 150 200 250 300 TS — _p r E R N = lrJ
r

Postoji preklapanje spektara.
A mozda postoji i curenje spektara.
Dva odvojena fenomena?
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Da se podsetimo. Spektar bez odabiranja.
. s . TL’
X(jw) = L e](wp w)‘*’p - sinc (wp - w) L i e ](wp+w)“’v - sinc (wp + w)l
JWp Wp ) JWp Wp

Na ucestanosti w = kw, k € Z i k # 1 spektar jednak 0.
Da bi ocuvali prilikom preklapanja spektara harmonijsku komponentu na osnovnoj uéestanosti
sa ws =Tw, Morair € Z , kao i da ostanu 0 na kw,

Spektar posle odabiranja

. N ip-w) (V-1 sinc((aw—w)N%) N —i(pto)N-DL sinc((wp+w)rzp>
X(]a))=2—],e P-—>—2—je P

sinc((oup—m)r;r
P

sinc((wp+w)r;[
14

Da bi na ucestanostima kw = kwy, i k # 11 spektar odabranog signala bio 0
mora r = N 0dnosno r mora biti ceo broj odnosno mora biti ,,koherentno odmeravanje®. A ako jeste

z  sinc <(wp - w) l) x  Ssinc ((wp + w) l)
1 Lej(wp_w)(N_l)N_wp Wp _ li _j(wp+w)(N_1)N_wp Wp

X(jw) === sinc((w 3 w)L> Ts jowy sinc((w + M)L>
. pr (4 pr

Ts Jjwp
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Pravi spektar — nastao odsecanjem periodi¢nog signala
. T . T
. jlop—w)— . T T —jlwptw)— . T
X(w)=—-e" " 7 sinc| (0 —w)—|——-e " "®-sinc| (w, + w)—
wp ) jwp wp
35
A Ako ra¢unamo DFT
at [ |\ 1. odabiramo signal na primer u 8 tacaka
‘c‘ \ 2. DFT je raunanje odmeraka u spektru u
287 [\ 8 tadaka. Znadiu tackama 0, 1,2 ... 7
Y
| |
2t | |
[ \
15t “\
[
| |
1 -}‘ ‘\\
BR
05 ff \
| “ //\
Vo NN =
0 W NV —— — — -
0 3 4 5 6 ¥ 8 9 10
XD=n  wp =1
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Izveli.

Primer odabiranja aperiodi¢nog signala koji sadrzi deo periodi¢nog signala.

08

06

04

02

02

04

06

ej(wp—w)nTs _ e—j(a)pﬂu)nTS

2j

X(jw) = Z

N-1
n=0

Za eksperimente ¢emo fiksirati N = 8, ws = 8
amenjati r odnosno wy,

Katedra za elektroniku

A

2m r-2m cR
We =— =TW, = — r
ST, P,
300 ws
wp = - reRr
. 1 w . 1, w
N-1 e]Znn(;—w—s) _ e—]27m(;+a)—S
R
() -

n=0
Postoji preklapanje spektara.

A mozda postoji i curenje spektara.
Dva odvojena fenomena?

Digitalna obrada signala - 2022/23
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32
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Kruzié¢i — §ta bi izraGunali DFTom

Pravi Odabiranje, N=8, r=8
i 45
.‘/\‘.
st [ 1
25 \“
[
|
2r |
[ |
J N
151 |
| \
‘ \
1 f ‘\
\ |
| \
05 \ L/ X e 7 /\\ [
I \ N\ \“‘ \/
“y// \\ o\ TS ‘L“./ \/ \ /\/ ‘h’y
9 T W — = . 2 3 4 5 6 7 & 9
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 9 ! 8
ws = 8w, = 8T ==T, =T,
S 14 s 8 p p
Koherentno, ima preklapanja,
ali u taCkama 0, 1, 2, ... 7 dobro.
X[1] = 4, X[0] = X[2] = X[3] =X[4] =0
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DFT
N-1
Sta bi u stvari DFT radunao X[k] = Z x[nle ¥V
n=0
1
iy PRAVI
08 \ \ § A
06 ,"‘ \ [ }“v‘ ““’ \ PR ) 1, w
ol \ [ \ | \y\ . N-1 ]2nn(;—w—s) - ]2nn(;+w—)
- [ i X(jw) = .
02[f \ [ \ | | 2]
| \ | \ f \ n=0
of \ | \ [ \
\ f \ | | | N-1 1k —iomn(14K
02 "‘. | | \ I Wy e}Znn(T N) e ]2nn(T+N)
\ | | \ | X ( ik —) = -
0.4 w,‘ | | f‘ ] N 2j
06 \ | / [ n=0
\ [
0.8 \ ,“‘ N-1 ; £ i =
) o \ / X(.k ws) e}ZnnT —e j2rn; —jkz—nn
— ) = —_— e N
0 50 100 150 200 250 300 ] N 2
n=0
N-1 2
w, _ kel
X(]k—s) = x[n]e /FNT"
n=0
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Odabiranje, N=8, r=9

1 4.5
[\ 59 [\ / NN
08 | / \ $ f %
‘ \ [ \ - ) f %u [ [\
06 / ‘I‘, ‘," \‘ ’\" "\' 3.5 "‘ \ ,‘" “v‘ {‘ "\ 1
|/ \ | \ | \ | [ i R T
I [ [ [ YR
« \ / \ / \ 1 |\ A
0.2y \ | \ | \ 1 | \ | | |
| \ «‘ | / \ LT A U
0 \ [ \ ( \ | | | | | \
\ \ \ | \ [ U il
\ 27 | [ I \
0.2 \ \ ) ‘| ,‘ "I | | “
\ \ | \
4 | ol R
o8 \ ‘ \ 'l \ % N "" "\’f "\4
\ \ \ \4 i \/ \l
08 \ \ / \\ /A 05 ¥\ \ /\/ ) i
t 0 50 100 150 200 250 300 ¢ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nije Konherentno.
® 8 Preklapanje spektara i u tackama 0, 1, 2, ..., 7
s - _ renj ktr
wp_9=>8Ts_9Tp<Tp Curenje spektra
X[1] = 3.972, X[0] # X[2] # X[3] # X[4] # 0
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Odabiranje, N=8, r=6
fie—s = 4 T T
f\ / '\ 7\ A
' e Jil / N\ 3
oa} | | [ [ \ [ a5 N o\ Ay
[\ o i \. [ (i [\ b
06/ | [ | | [ [ o | [ & o |\
[ [ i 18 1 " s 1A [ [ ]
04 | | | \ | | | | \ | |
L] B [ -
“ 0 . A [ o oo [
or ! | L 2t | g ¢
| [ | | | | | \ |
02 \ [ l‘ | 1sp | I‘ 'J \ I
\ | | | | [ .
0.4 \‘. \ “‘ "\ d ; /r w\{ /\ i "1 ," ", ]
06} [ \\l .‘y [ N/ i\l ‘,‘ \ r\ ‘/‘\ \‘\ | A/
\ \ L \/ bRt A
0.8 \ ““ {\ | \‘ /“' 1 22 v \\/ \'\,-f/ V
5 \/ \/ \/ "
0 50 100 150 200 250 300 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
wg 4 Nije koherentno.
wp =" 8T =—-T, = §Tp #* kT, Veliko preklapanje spektara i u tatkama 0, 1,2, ..., 7
Curenje spektra
X[1] = 3.081,X[0] # X[2] # X[3] # X[4] # 0
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A

Odabiranje, N=8, r=11
1 T T T 35
7N \ \
osb [\ /o / \
r"‘ \‘ "‘a / \‘\ 3r \
osf | \ \ / \ o
o4l [ &‘“ “\ “ \‘.( 25y |
\ \ / \ n
0.2 f‘ ‘\‘ \“ ‘}w A\‘ 2k y“
of \ \ ( \ |
| \ \ \ 151 \
0.2 & \ \ |
0.4 i\\ ,\ ‘ \ r "w
ik \ \ (725 N |
' ol \ \ I \¢ \ A / 8§
osl J \\ os v\ \/ oV
1 \ ‘ :
0 50 100 150 200 250 300 0 1 2 3 4 5 6 ¥ 8 9 10
NIje Konerentno.
s Veliko preklapanje spektara i u tatkama 0, 1,2, ..., 7
wp=77=8 =31 * kT, Curenje spektra
X[1] =3.173, X[0] # X[2] # X[3] # X[4] # 0
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Picket-fence effect

38

Prema pravom spektru — DFT se pona$a kao da ga posmatramo kroz uske proreze ,.tarabe“.

Broj proreza smo odredili brojem tadaka N a gustinu udestano§¢u odabirana f,.
Ali ono $to morate UOCITI. Mogu da nam ,,pobegnu® maksimumi i minimumi spekira.

Katedra za elektroniku

AL

Odatle i naziv.

Prorez = DFT bin

Digitalna obrada signala - 2022/23
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FREKVENCIJISKA REZOLUCIJA DFTa

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 39

39

PRAVI SPEKTAR KOHERENTNO ODABRANOG PERIODICNOG SIGNALA U N TACAKA

i 1 —jkwyt . 2n
X[jkap] = T_,, fx(t)e vtdt gde je w,= T_p
Tp

Odabiramo N tacaka u jednoj periodi signala  ws; = Nwp,

1 N-1 1 N-1 1 N-1 oy
X[jkap] = = J Z X(nTS(t = nTy) | e kontde = — Z x(nTy)e kors = — Z x(nT,)e 2™
p T, \n=0 P =0 P h=o
N-1 N-1
1 _i Pp 1 ionknlP _iomn®r
X[](k + 1)(Up] _ T_ Z x(nT)e ]27T(k+1)nms _ T_ Z x(nTye ]annms . ]ZTL'leS
p n=0 n=0

Izveden DFT — izbageno vreme
N-1 on
X[kl = ) x[nle*W" ~ISTO" to
smo i hteli
Pitanje koje se postavlja jeste:
Koliko blisko po u€estanosti mogu da budu dve prostoperiodi¢ne, harmonijske, komponente a da se vide u spektru?

. wWp
.. . —j2mn=E 12 1
Uodite da to odreduje faktor e M5 odnosno w—p =5
S

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 40
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Harmonijske komponente pravog spektra periodi¢nog signala se nalaze na uéestanostima
Ws
FR = W = (")17
Ovo N smo birali tako da imamo vise od 2 odmeraka za prostoperiodi¢énu komponentu
najvise ucestanosti, odnosno birali smo da ucestanost odabranja bude
Ws > 2wy
da ne dode do preklapanja spektara i sa njime odredili frekvencijsku rezoluciju.

v w.
Znati Wy = Kpgxp = W5 > 2Kkmarwp = w—; =N > 2knmax

DFT mi u principu koristimo da bi nesto videli u signalu. Znaci unapred bas i ne poznajemo signal
da bi sigurno uradili koherentno odmeravanje. Jedino nam je na raspolaganju izbor wg i N.
Medutim, ne zaboravite da smo u stvari sa DFTom napravili periodi¢no produzenje signala, i
racunali spektar kao da je taj signal periodican sa periodom T, = NTy. |z ovoga direktno proizilazi
da ¢e nam i frekvencijska rezolucija DFTa biti

wS
=N
A posto smo izbacili dimenziju vremena w, Ty = =
N
FR 2m
N
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 41
41
Eksperiment — odabiramo kompleksan prostoperiodi¢an signal — menjamo mu uéestanost
Posmatramo kako je izracunat DFT za pojedine vrednosti ucestanosti signala
: j2nﬂn
x[n] = e/ = " ws
Odabran u N tacaka
. k o k o . (kW
N-1 —j2n(w ——|N jrlw = —jnlx —— )N
X[k ] 3 j2nwﬂn —]'kZWnn B 1—e (N a)s) B —jn(% —wﬂ)(N—l) e (N ws) e (N ws)
T T T ) T ) R
n=0 1—e N wg e N ws/ —e N wg
sin(n( w) ) sinc(n( w)N)
k - .k w N T
X[k, w] = ]n(ﬁ _w_s)(N_l) N  ws _ —]n(ﬁ _w_s)(N_l) N  ws
sin( 7 (r — 2 sinc(m -L
N  ws N  ws
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 42
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X[kow]= Ne_jn(N ws

(el -
E—ﬂ)(N—l) sinc\ N w5

")

sinc| k_w
N  wg
; k=0,N=38 . k=1,N=8 . k=2,N=8
7t Tr T \
6f 6t 6
5t 5
4t 4
3t 3
2 B o ~
N i ~ -
1+ 1 / “H‘ [ \ // \\ N &
| | / / \ N/ /
0 ° 0
0 1 2 3 4 6 7 8 0 1 3 7 8 0 2 3 4 5 6 4
w. w Wy
peak < 0 - — peak<—>1-§s peak<—>2'§
L Izracunato u 0. harmoniku
. 15ws _ 3w Curenje w R S :
—— Ugestanost signala 3¢5 — 1_6s spektra r IzraCunato u 1. harmoniku
. [zracunato u 2. harmoniku
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43
k=2,N=8
Glavni luk
Sirina 2
U opstem slucaju 2 - %ﬂ Boc¢ni lukovi
Sirina 1
¥ « - 2m
U opstem slucaju 1 - ~
\ \ m/ \/ \\/ \\_\
U 6 i 8
Izgled amplitudske karakteristike DFTa za ra¢unanje drugog harmonika signala odabranog u 8 tacaka
Curenje spektra — ,,najodgovorniji* bo¢ni lukovi, njihova amplituda.
Rastojanje izmedu dve nule bo¢nih lukova je %’T $to takode pokazuje frekvencijsku rezoluciju DFTa
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 44
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Katedra za elektroniku

0

Sirina glavnog luka je dvostruko veca od 3irine boénih lukova.

Ako je uestanost signala takva (zelena linija) da upada u region preklapanja glavnih lukova,

u izraCunatim harmonicima ¢e se videti ta u€estanost i na jednom i na drugom harmoniku.
Ovaj efekat se naziva scalloping loss ili picket fence.

Uocite da ¢e on uvek postojati (bilo levo ili desno), osim kada se nalazi ta¢no na sredini glavnog

luka (koherentno odabiranje).

Digitalna obrada signala - 2022/23

45

Katedra za elektroniku

Uoditi: Ako postoje ovakve dve komponente u signalu, one ne mogu da se ,,razdvoje®.
. .. L2
Dve komponente u glavnom luku sa razmakom manjim od frekvencijske rezolucije Wn D).

Pojavice se kao jedinstvena vrednost u ovom harmoniku, a crvena ¢e se pojaviti u levom glavnom

luku, susednom harmoniku k-1, zelena u desnom glavnom luku k+1: to su neke druge ucestanosti.

A ,,isto* ¢e curiti levo 1 desno

Digitalna obrada signala - 2022/23
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Uotiti: Ako postoje ovakve dve komponente u signalu, one ,,mogu‘ da se razdvoje.

Dve komponente u glavnom luku sa razmakom veéim od frekvencijske rezolucije %T (D).

1. Crvenau k-1 glavnom luku sa ve¢om vrednosti (bliZa je po uéestanosti tom harmoniku),
zelena u k+1 glavnom luku (bliZa je po ucestanosti tom harmoniku) .

2. Crvena u k glavnom luku sa ve¢om vrednosti (bliza je po uéestanosti tom harmoniku),
zelena u k+1 glavnom luku (bliZa je po ucestanosti tom harmoniku).

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 47
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Zero padding
Dodavanje nula
Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 48
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Posmatramo aperiodican signal x[n]

[oe]

DTFT XGO)= ) xln]eion Period 2n
n=—oo
Odabrali N tacaka, smatramo da je van toga signal jednak nuli
N-1
X@jo) = Z x[n] e~ JOm
n=0

1 ;
x[n] =5 fX(jQ)eJQ"dQ
in

U spektru odabrali M, M >N, ekvidistantnih ta¢aka u opsegu 0 do 2 7.
Hoéemo da ,,bolje odaberemo spektar.
Na osnovu tih spektralnih linija rekonstruiSemo neki signal

M-1
l—lZX['kz—"] fae
y[]—MH Jk3r)e
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1 M-1 2 2
T
_ : Jrkl
=5 > x|jkg]
k=0
N-1
X(Go) = x[n] e 77O
n=0
1 M-1 /N-1 1 M-1 /N-1 2
s 2T
_ - kn j=rkl _ Jj=rk(l-n)
[]=—= x[n] e M | el ™ — x[n] e’ ™
Y =u M
k=0 \n=0 k=0 \n=0
M
N-1 M-1 N-1 21 N-1 .
1 2mn\ 1 1-(Fe=m)" 4 1— jzni-m)
ylll =3 > alnl| D7/ ) =N i) e = ) 2] ———
n=0 k=0 n=0 1-e/mt™ n=0 1-e/mt™
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= N-1
Z 1 - e]27t(l n) Z (e _]M(l ) (M=1) sinc(n(l — n))
i (l N e sinc (M (- n))

l#+#n = sinc(ﬂ(l - n)) =0 > ylll=0
l=n = sinc(ﬂ(l - n)) = sinc (% a- n)) =1 = y[l] =x[n]

1. Nismo dobili nezeljene efekte u signalu ako smo “bolje” odabrali spektar

2. U opsegu 0 do N-1 dobijamo isti signal, van tog opsega signal jednak nuli

3. Jedini,,mozda“ neZeljeni efekat jeste da smo dobili signal duzine M koji je u opsegu N do M-1
jednak nuli

Kod aperiodi¢nih signala koji zaista jesu nula van opsega 0 do N-1 taj efekat je korektan i nije neZeljeni.
Medutim kod periodi¢nih signala koje smo ili nismo koherentno odabrali, periodi¢no produzenje sa ovim
nulama moze da nam napravi problem.

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 51
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Dodavanje nula - zero padding
Cemu sve ovo?

2w
Broj tataka odabiranja

Frekvencijska rezolucija

T3

Ideja: nule signala u sumiranju daju nule i ne ,,utiCu® na rezultat.
1. Da bi povecali broj tacaka odbiranja, odabiramo signal van opsega, odnosno kada je jednak nuli
ILI

2. U odabrani signal dodamo M-N nula tako da umesto N tadaka dobijemo ukupno M ta¢aka sa nadom da ¢e
nam se frekvencijska rezolucija poboljsati i biti

POGRESNO

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 52

52

26



DFT — Odabrali smo M linija u spektru, ali nismo dobili i dodatne informacije o spektru

[o0]

N-1
X3(jo) = Z x[n] e7 7" = Z x[n] e=/n
n=0

n=—oo

Frekvencijska rezolucija 27" bez obzira koliko nula dodali

Frekvencijska rezolucija mora da se poveca, veée N,

1. Trajanjem odabiranja (kada je signal razliciti od nule)
I/ILI

2. Povecanjem ucestanosti odabiranja

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 53

Spektar je odreden sa N tacaka odabranog signala i potpuno odreden sa svojih N ekvidistantnih odmeraka.

53

DFT u 16 tacaka
8 tacaka odabranih
8 dodatih nula

DFT u 8 tacaka
8 tacaka odabranih

Razmak nula lukova odreduje frekvencijsku selektivnost — isti razmak

2m 2m
1 -—=2.—
8 16
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 54
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A

DFT u 13 tacaka
13 tacaka odabranih

DFT u 16 tacaka
13 tacaka odabranih
3 dodatih nula

Razmak nula lukova odreduje frekvencijsku selektivnost — isti razmak
2m 16 2m

‘13713 16

Katedra za elektroniku

Digitalna obrada signala - 2022/23
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A

Dodavanje nula - zero padding

Spektar odreden
odmercima odnosno
brojem tacaka N

Pokusaj bolje estimacije spektra
1. ulaznog signala - NE
2. signala odmeraka - DA

Katedra za elektroniku

A
N-1
X(G) = x[n] e /4n
n=0
-Wp A Wp (j
) N-1 )
T 2T
X[kﬁ]z x[n]e W
n=0
-Wp Wp (j
A
2 N-1 2
T 2T
X|k=|= —ikyn
[ 7 x[n] e
n=0
-Wp Wp (j

Digitalna obrada signala - 2022/23
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Jos§ jednom — frekvencijska rezolucija —sa f

Odabiramo ucestanosc¢u f; kompleksni signal ucestanosti f u N tacaka x[n] = ¢’ znné
el N-1 N—-1 N—1 ' ;
spektar X(Q) = Z x[n] e jon = Z [n] e~ion = eJZMFS e—jan Z chy )
nETee n=0 n=0 n=0
1—81(211%_9) eJE(ZTIE—Q) —12(27Tf -Q) j (ZnE—Q)

£_gsin (% (2n£ . Q))

) Lol
X(Ga) =e’ 2 “% —=
sin (7 (ZﬂE = Q)

crtajuéi grafik za jedno Q u zavisnosti od normalizovane u€estanosti f

N 2
(21T£ Q)—rr :2n£ —n+Q

Dve susedne vrednosti gde je gornji sinus jednak nuli, donji razli¢it od nule

N . ..
fs fs Frekvencijska rezolucija =
N(Z f Q) 2m =2 f 4H+Q N
T—— =2n T—=—
fs s N
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23
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Jo$ jednom — dodavanje nula — ,,bezazleno*
Odabrali N tacaka i dobili signal x[n]
Dodali M-N nula na kraj S|gnala x[n]i dObI|I S|gnal y[n]
X(jﬂ) — Z —jﬂn — 2 x[n }Qn
n=-—oo n=0
M-1 N-1
VGO = Y yinle =) ylale ™ = 3" xfn] e = X(j0)
n=-—oo n=0 n=0
Spektar ostaje isti!
Vise nego logi¢no posto smo smatrali dajex[n] =0 n<0An>N-1
DFT odabiranje u spektru ili definicija
N-
X [k ] Z [n] e /*N™
n=0
M-1 N-1
¢ [i55] = 2 e = B et = x i
= [n]e™ x|n)e = I
n=0 n=0
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23
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Originalni aperiodi¢ni signal

0 50 100 150 200 250 300

?SPEKTAR

1 1
/
/ \ [\ [\
08 08t | /i ik
06 / \ 06 \ \ [ \
\ [ [ [ [ [
04r| \ | \ | \ o4r| \ | \ | \
\ | \ | | \ / \ | \
/ \ [ \ [ f \ f \ [
ozff \ [ \ [ \ oz \ [ \ [ 1
| \ | \ / \ \ J /
0 \ | \ / \ o — \ EE—
\ | \ [ \ |
[ \ | | |
0.2 \ | \ | f 0.2 \
\ [ \ | \ | \ |
04 \ | \ / \ / 0.4 \ |
e \ v \
0.6 \ \ \ 06 \
\ \ \ \
TR/ \ \
0.8 \ \ 0.8 %
Nl \ \.J
B 4 \
El El
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

Koherentno odabiranje
DFT periodi¢no produzenje

Koherentno odabiranje
Dodate nule
DFT periodi¢no produZenje
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59
Da se podsetimo - kruzi¢i — §ta bi izra¢unali DFTom
Odabiranje, N=8, r=8, nema dodatih nula Odabiranje, N=8, r=8, 4 dodate nule, M=12
45 45
B\ /R ar N\ N N
AR f v 7\
[ \y‘ ‘,‘ \ 35 ‘,‘ [ \‘,‘ ‘,‘ \
1‘A \\ \'}‘ ‘y‘! | ol \" j \“ \'}‘ ‘\;') |
| "‘ | e 25 ‘\' | "‘ | e
o] [ e 3
| Lt 2ff | | Lt N
- - .
| | ‘\ 1 15 '\‘ | | | ‘\ 1
. ;’ \l| Ny N ". ‘f || ||
‘x x \l ". I ‘x x \| ".
| \ 72 \ 1l | ey N | \ {]
05| \ /\ g \ | Il ) 05| \/' R 5 ¢ / kol (f )
\/ 70N /\ \ \/ ~ /N[ \/ . I
J . BN Y L 4 L LV Y] )
0 1 2 3 4 5 6 78 9 10 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
ws = 8w, > 8T, ==T, =T, . . .. N
s 4 sgpP P Da li odabiramo u istim tatkama?
Koherentno, ima preklapanja, wg Ostaje isto. Spektar ostaje isti.
ali u tadkama 0. 1. 2. ... 7 dobro Odabiramo u drugim tackama
, 1,2, ... . w
X[11=4, X[0] =X[2] =X[3] =X[4] =0 Wp =T,
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Diskretna Furijeova transformacija - DFT

Parsevalova teorema

N-1
1 Snage su jednake
2 _ & 2
0|x[n]| N kZ;)|X[k]| SAMO U OSNOVNOM OPSEGU HARMONIKA

S
1l

Digitalna obrada signala - 2022/23 61

\“. Katedra za elektroniku
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Matri¢ni oblik

DFT Xy =Wyxy

11 1 1
1wy wi oo wi o
2 ) . y _ —Jj2n/N
Wy =[1 w2 i w2V gde je Wy =e’"
: ; 5 : twiddle factor
» N— 2(N- N-1)(N- T
1 ”ﬂ.i} ' WA\'( Y W,{-' ey rotirajuci faktor ...
L =WIX, = L WX
IDFT Xy = Wyay= N NN
4

W, W;, = N

62
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OSOBINE

Linearnost: ax,[n] +ax,[n] PN aX [k]+aX,[k]
Periodi¢nost: X[k]= X[k+ N]
Konjugovana kompleksnost: x[n]«2E s XN - k]

X[k]= X*[N -k]
Xplk]= Xg[N - k]
X, [k]=-X,[N-k]
| X[k]|=|X[N k]
arg( X[k]) = —arg( X[N —k])

x[n] = x[-n] = X[k] je Cisto realna sekvenca

x[n] = —x[-n]= X[k] je ¢isto imaginarna sekvenca
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Dokazati Parsevalovu teoremu za DFT
1 N-1 1 N-1 1 N-1 /N-1 2 N-1 2
.21 21
— > |IX[k]I?== ) X[k] X[k — x[n] e I WK x[1]* e WK
5 D I =< > X[kl X[k =~ [
k=0 k=0 k=0 \n=0 1=0
1 N-1 [N-1 N-1 2
2T
=— Z x[n] x[1]* e NFE
N
k=0 \ n=0 1=0
1 N-1 N-1 N-1 5
21
=— > x[n] x[1]* Z eIk
N
n=0 =0 k=0
N-1 2
21T —
Z e+]Wk(l_n) — N, l=n
0, l#n
k=0
N 1 N-
S = S st 0 = 3
— = — x nl* = xn
N N
k=0 n=0
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Koris¢enje DFTa

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 65
65
Ideja: Realizujemo program koji racuna DFT. Bilo softverski bilo hardverski.
Postoje algoritimi da se se DFT brzo izraGuna.
FFT - Fast Fourier Transform. Nije nova transformacija.
|
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Diskretna Furijeova transformacija - DFT
N-1

— —jkz—"n —
= x[n]le”’*¥"* k=01,.,N—1

Inverzna diskretna Furijeova transformacija - IDFT

1N—1 2 2
T 2T
=_ ind PYLS 2l
Nz X[k N]e
k=0

Pristup

* 1N jkz—nn *
x*[n] = N X[kWe N = X[k

odnosno, za izratunavanje inverzne DFT mozZe se iskoristiti isti program kao za direktnu DFT,
samo §to se kao ulazna sekvenca koristi X *[k] umesto X[Kk] i §to se za izlaznu sekvencu dobija
X *[n] umesto x[n]. To prakti¢no znaci da se elementima imaginarnog dela sekvence X[k]
promeni znak i da u dobijenoj izlaznoj sekvenci, x *[n] , treba promeniti znak elementima
imaginarnog dela sekvence.

Operacije promene znaka vrlo malo povecavaju slozenost algoritma za izracunavanje inverzne DFT.
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*

N-1
Amozeidalje = (12)([;(2_” 5| LN 4 [k 2”] o2
N N
0

k=

N-1
1 21 2T
- - — vk —jk—n
jx'nl NZ]X [kN]e N
k=0
N_

1 21 2T
sk « | Fyk —]kWTL
(x*[n]) <N k_on [k Ve

[SN

=

-1
JGe b =5 5 3 k5] e jGix” ) = x{n]

ing

2

-1

on=s (38wl e (e (2]

0

N————

&
Il

za izraCunavanje inverzne DFT moze se koristiti bilo koji FFT potprogram, ali pri njegovom pozivu treba
zameniti mesta realnom i imaginarnom delu sekvence X[k]. Time se po zavrSetku rada programa dobijaju
korektni vektori realnog i imaginarnog dela sekvence x[n], ali takode u izmenjenom redosledu. Ovaj pristup, kao
$to se vidi, ne zahteva nikakve dodatne operacije. Jedini zahtev je da se realni i imaginarni delovi koris¢enih
sekvenci smestaju u dva realna vektora, a ne u jedan kompleksni vektor.
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Istovremeno® racunanje DFTa za dve realne sekvence

Ukoliko se efikasnim FFT algoritmom izracunava DFT realne sekvence, u procesu izraGunavanja
pojavice se veliki broj mnozenja i sabiranja u kojima je jedan od argumenata jednak nuli. To je
posledica ¢injenice da je imaginarni deo ulazne sekvence jednak nuli. Pretpostavimo da imamo dve
realne sekvence iste duzine N, x1[n] i x2[n]. Od njih se moze formirati kompleksna sekvenca x[n] na
slede¢i nacin:

x[n] =x,[n]+ jx,[n],n=10,1,.., N—1

linearnost
Xk] = X\ [k]+ jX,[k], k=0,1,..., N—1 (
Kako izdvojiti ]S X [N — k]
. . _ X[k} + X*[N — k]
g = 22X k] =————
oyt X[k]+ X*[N -k
x,[n] =M X, k] =¥

Digresija: Cesto gresite

X
Nt 2T s ;r[ ’ N1 2T ' it 21 ’
Y[k] = Z x'[nle” N = (Z x*[n]e""‘W"> = (Z x[n]e”‘N”> =X"[-k] = (Z x[n]e"'(N"‘)N"> =X'[N— k]

n=0 n=0 n=0
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,.Brze* izracunavanje dugacke sekvence

Prethodno opisan metod nije primenljiv kada treba odrediti DFT samo jedne realne sekvence. Medutim i
tada je moguce ostvariti velike uStede u broju izraCunavanja ako je broj elemenata u sekvenci paran, tj.
duzina sekvence je 2N. To je naravno Cest slucaj u praksi jer je duzina sekvence najcesée neki stepen broja 2.
U takvom slu¢aju mogu se definisati parcijalne sekvence xi[n] i x2[n] duZine N na slede¢i na¢in:

xn]=f[2n], n=0,1,.., N =1 gde je f [n] originalna sekvenca duZine 2N

X[ =f[2n+11,n=0,1,.,N~1

x[n] = x|[n]+ jx,[n], n=0,1,..., N—1

X[kl +X*[N -k X[kl + X*[N — k] _

X [k] _ XK+ XN~ K] X,[k] = ——— k=0,1,.,N-1

2 2j

Nije kraj! Treba ,,sloziti“ u sekvencu duzine 2N

2N-1 o N-1 o N-1 o

Flk = )" flnle™/a™ = " flatle™an? + )" flam + 1]e~/an@m+D
k=0 =0 m=0
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-

2N-1 N—

o 2T
Flk] = Z flnle TKaR Zf [20]e T oR? 4 Z flzm + 1]e FaNCE™D koo N -1

k=0 =0 m=0

N-1
. 2T

. 27
Flk] = Zx [le K +Zx [mle *N™e™ /%N k=0,1,.., 2N -1

=0

N-1

=

-1

_ LY R e A — i _
Flk] = x[le "N + e/ 2N xy[m]e™ N k=0,1,..,2N -1

=0 m=0
_iglm
Flk] = X1[k] + e "2V X, [k] k=0,1,..., 2N -1
. 21
Namerno ostavljeno —
2N
F[k] = X, [k] + Wl X,[k] k=0,1,..,2N -1
Uociti da se u radun ulazi sa dve periode X, [k] i X,[k] duzine N
Zahvaljujuéi rotirajuéem faktoru W5, dobice se periodi¢na sekvenca duzine 2N
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Zadatak 1 (15 poena)

Potrebno je projektovati sistem za digitalnu obradu signala koji meri harmonijska izobli¢enja u
struji kojom uredaji opterecuju distributivnu elektricnu mrezu. Idealan napon distributivne
elektri¢ne mreze je sinusoidalnog talasnog oblika ucestanosti f, = 50 Hz, i u idealnom slu¢aju, u
slu¢aju pasivnog opterecenja, bi i struja trebalo da ima takav oblik, sa eventualno pomerenim
faznim stavom. Medutim, na distribitivnu mrezu se priklju¢uju i uredaji koji opterecuju sistem sa
strujom koja odstupa od sinusoidalne i poseduje i vise harmonike (npr. struja ispravljaca).
Sistem za digitalnu obradu signala, u $to kracem vremenskom intervalu, treba da proveri da li
visi harmonici struje u nekom opsegu, po amplitudi, prelaze standardom propisane vrednosti.

a) [5] Nacrtajte semu potrebnog sistema za digitalnu obradu signala i ukratko objasnite ulogu
svakog bloka na Semi. Karakteristika senzora struje moze da se aproksimira NF filtrom sa
grani¢nom ucestano$éu 100 kHz.

b) [5] Odredite graniénu udestanost anti-aliasing filtra iz tacke a) i minimalnu ucestanost
odabiranja signala koja je potrebna da bi se ispravno detektovao 40. harmonik struje.

c) [5] Pod pretpostavkom da je anti-aliasing filtar iz tacke a) idealan, predlozite ucestanost
odabiranja ve¢u od minimalne i odredite minimalan broj odbiraka koji je potrebno uzeti tako da
se pri ucestanosti osnovnog harmonika f, = 50 Hz u spektru DFT-a dobiju ta¢no svi harmonici
struje. Sta se desava ako se usled velikog opterecenja mreze uéestanost mreznog signala promeni
na 49,5 Hz? Sta se desava ako se uGestanost mreznog signala ne menja, a DFT se ra¢una nekim
radix-2 algoritmom?
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a) Slajd 113 iz ,,01 Uvod*

b) 40. harmonik f,o = 40 - fy = 40-50 Hz = 2 kHz = f; > 2f,o = 4 kHz, fyr > 2 kHz
na primer fyr = 2.1 kHz f; = 5 KHz

¢) f; = 5kHz Mora koherentno odabiranje

E = & =N =100
fp f U
Ucestanosti na kojima ¢e biti izracunat DFT
2

N

To dogovara realnim uéestanostima

21 fs
ferk ) = (f:2m) = fie = kg = fiel..., 0,50 HZ, .., 2000 HZ, ..., 2500 HZ}

X[k] = X [k

¢) 1. Curenje spektra 2. Curenje spektra ako nije N = 2¥ i koherentno odabiranje ili dodate nule na 100
odmeraka da bi se dobio taj broj
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Da probam da Vas zbunim
E = E =N =100
h fu
fs = 5000 Hz
fp =50 Hz
Za ucestanost 50 Hz u jednoj periodi ¢e biti 5000/50=100 odmeraka
Za ucestanost 100 Hz u jednoj periodi ¢e biti 5000/100=50 odmeraka
Za ucestanost 150 Hz u jednoj periodi ¢e biti 5000/150=33.33... odmeraka?
Kako je to onda koherentno odmeravanje i za uéesatnost od 150 Hz?
1 za$to se dobija ta¢na vrednost u spektru?
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Zadatak 2 (25 poena)
Date su realne sekvence x,[n] i x,[n]:

x1[n] = cos(2nFn) x,[n] = sin(2nFn) n=0,1,2,3,45,6,7.

a) [5] Ako je F = 1/4, izracunajte X[K], DFT sekvence x[n] = x,[n] + j-x,[n] u N = 8 tacaka.

b) [5] Koris¢enjem osobina DFTa izracunajte X, [K] i X,[K] iz X[K].

c) [8] Ako se relativna uéestanost pomenutih signala F menja u opsegu od 0 do 1 skicirajte zavisnost

amplitudske karakteristike X[2] od ucestanosti F. Za koje vrednosti F je |X[2]| jednako nuli?

d) [7] Ako se signal x[n] pomnozZi pravougaonom prozorskom funkcijom duzine 5 odbiraka, skicirajte
amplitudski spektar DFT-a novodobijenog signala y[n] = x[n] - wgs[n] i objasnite zbog ¢ega se dobija
takav spektar.
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a) x[n] = cos(2mFn) + j sin(2nFn) = /2™ = /2"
7 7
2T 2T 2T —
— jgn i nk _ Jj5n(2-k) — 8 k=2
X[k] elae™8 Ze 8 {0 " % 2
n=0 n=0
X[k] + X*[N — k] X[kl + X*[N — k]
— Xlkl=————
b) X[kl = > 2[k] %
X[k] =10,0,8,0,0,0,0,0]0... X*[N - k] =1[0,0,0,0,0,0,8,0]
X1[k] =10,0,4,0,0,0,4,0] X,[k] =1[0,0,—44,0,0,0,—4/,0 ]

¢)  x[n] = cos(2nFn) + j sin(2nFn) = eJ27Fn
7 .
2 1 — eJ2m(8F—k) .15 inc(27(8F — k
Xkl = Z ST S LT g e 8P SIHC(zz(—))
n=0 1— ol g ®F-k) Sinc? &F -1
sinc%Tﬂ (4F = 1)
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